Introduccion

La teoria de grupos ha sido estudiada ya por muchos afios. Cabe mencionar que cuando
uno estudia Matematicas, uno lo hace por la belleza intrinseca que este magnifico arte tiene. Y lo
llamo arte porque las Matematicas se diferencian de las demds ciencias naturales, en el sentido
de que cualquier ciencia natural, estudia la naturaleza, y por esto necesita siempre de la
comprobacion experimental de una teoria o bien del empirismo adquirido al observar la
naturaleza. Las Matematicas no requieren de eso, son abstractas, estdn en nuestras mentes y en
nuestros corazones y no necesitan de la observacion de la naturaleza para existir. Naturalmente
que muchos de los problemas de Fisica han motivado y seguiran motivando nuevas Matematicas,
pero aunque la Fisica lleve a las Matematicas, éstas se siguen desarrollando en la abstraccion
total. Es en ese sentido que me atrevo a mencionar, como alguna vez menciond un fisico y
filésofo de esta universidad, aunque refiriéndose a la religion y no a las Matematicas (Dr.
Pomposo) que las Matematicas son inutiles, en el sentido de que son suprautiles, es decir no
necesitan tener ninguna utilidad practica y concreta para existir. No es el mismo caso en las
demas ciencias naturales. Es precisamente esta suprautilidad fuera de todo pragmatismo que hace
a este arte tan atractivo para tantas personas.

Quise mencionar estos aspectos en la introduccion para dejar en claro que el estudio de la
Teoria de Grupos se puede desarrollar en si, sin ninguna aplicacion a la Fisica. Si se hace esto
uno encuentra un mundo maravilloso de estudio y reflexién y sobre todo de abstraccion. Sin
embargo el fin de este trabajo no solo es exponer los lineamientos generales de la Teoria de
Grupos, sino también su aplicacion a la Mecanica Cuantica, lo cual se hace de una manera muy
elegante.

La Fisica como la conocemos hoy busca continuamente simetria y conservacion. El
argumento de porqué se buscan estas cosas es mas filosofico que fisico. Pero existe un aspecto
fundamental. Por ejemplo la simetria segin los psicologos esta fuertemente relacionada con la
concepcion de belleza que tenemos. Al menos esto funciona para las personas, i.e., una persona
que tiene una cara simétrica es mas bella. Es quiza por este motivo (practicamente intuitivo) que
los fisicos de hoy en dia buscan que las leyes, los sistemas fisicos, etc. sean simétricos. Esto le da
un caracter estético a la Fisica. Resulta ser que cada caso de operaciones que involucran simetria
forman un grupo. Asi con la Teoria de Grupos podemos tratar matematicamente los invariantes y
las simetrias. Con la Teoria de Grupos podemos dar formalizacion a conceptos como la reflexion
espacial, la paridad, el momento angular, etc. Un ejemplo claro es la distancia entre dos puntos,
que se mantiene invariante bajo rotaciones y traslaciones.

Voy a empezar el trabajo hablando acerca de los axiomas de la Teoria de Grupos para a
partir de ahi construir unos ejemplos que seran tutiles para su comprension. Dentro de estos
ejemplos también habrd ejemplos que estén mas orientados a la Mecéanica Cudntica.
Posteriormente tengo que hablar de un concepto bésico que son las representaciones, aqui
también hablaré acerca de la reducibilidad y de la irreducibilidad que son fundamentales en la
Teoria de Grupos. Mas adelante se explicaran los grupos de Lie, asi como el Algebra de Lie (en
honor al matematico noruego Sophus Lie).

Uno de los puntos fundamentales que tocaré¢ a lo largo de esta discusion son los grupos
unitarios SU(2) y el grupo de rotaciéon SO(3), que como se vera son esenciales en Mecanica
Cuantica.



En toda esta discusion entrara una aplicacion al momento angular. Después hablaré un
poco acerca del espin del electron desde el punto de vista de Teoria de Grupos. Con la idea del
espin en mente hablaré del isoespin y del “eightfold way” que se utilizan en la Fisica de las
particulas elementales.

Finalmente hablaré de unos entes matematicos, desconocidos para la mayoria, pero no
por eso menos importantes: Los cuaterniones. La discusion de éstos sera totalmente cualitativa e
historica, y se vera como también pueden ser usados en Mecanica Cuantica.



Empezaremos la discusion con una definicion.

Definicion 1. Un conjunto G, con un nimero finito o infinito de elementos, para los que se ha
definido una cierta ley de composicion (o de multiplicacion), es un grupo si satisface las
condiciones siguientes (axiomas de la Teoria de Grupos):

1. Es cerrrado. A cada par de elementos A y B de G, el producto o composicion AB= C,
genera un elemento que también estd en G.

2. Ley asociativa. Si A, B y C son tres elementos cualesquiera de G, no necesariamente
distintos, entonces: (AB)C = A(BC)

3. Elemento unidad: G contiene el elemento I llamado elemento unidad, tal que para todo
elemento de A de G: AI=1A=A

4. Elerrllento 1inverso: A cada elemento A de G le corresponde otro elemento A™ tal que:
AAT=A"=1

Un quinto axioma mas define los grupos abelianos o conmutativos:

5. El grupo que tiene la propiedad adicional de que para cada dos de sus elementos AB =
BA se llama grupo abeliano o conmutativo.

Es importante sefialar que en base a estos axiomas se puede demostrar el hecho de que el
elemento unidad I en un grupo G es Gnico, lo mismo puede demostrarse para el inverso A™
es unico.

Trivialmente se pueden dar unos ejemplos clasicos de grupos. Asi todos los ntimeros
racionales positivos forman un grupo respecto a la multiplicacion ordinaria. En este caso es claro
ver que el inverso de a es 1/a que es un racional. Ademas el conjunto de todos los enteros forma
un grupo abeliano respecto a la adicion.

Quiza uno de los grupos més importantes es el grupo de matrices. Es importante ya que
en el Algebra Lineal (por lo menos para espacios vectoriales de dimension finita*) se demuestra
que existe un isomorfismo entre las transformaciones lineales y las matrices, i.e., existe una
relacion uno a uno. Esto es de profunda utilidad en Mecanica Cuantica pues en ésta se utilizan
mucho los operadores lineales a los que se les puede asociar, por el teorema mencionado, una
matriz. De esta forma los siguientes conjuntos de matrices forman grupos, respecto a la
multiplicacion matricial clésica:

a) Todas las matrices no singulares de orden prefijado n

b) Todas las matrices ortogonales de orden prefijado n

c) Todas las matrices ortogonales de orden prefijado y de determinante + 1.

A continuacidn menciono varios ejemplos mas de grupos:

1.0tro ejemplo clasico es el de las rotaciones reales en el espacio tridimensional que
dejan fijo el origen, éstas forman un grupo no conmutativo o no abeliano, que es precisamente el
grupo de rotacioén O3, o también se le llamara SO(3) (SO por “Special Orthogonal”).

2. El grupo de Lorentz que consiste en todas las transformaciones no singulares en un
espacio vectorial real tetradimensional, que dejan la forma cuadratica invariante:
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3. Los grupos especiales lineares SL(n) (donde n es el orden prefijado) que pueden estar
definidos sobre los complejos o sobre los reales y son el grupo de transformaciones lineales de
determinante uno.

4. El grupo especial unitario SU(n) es el grupo de las transformaciones unitarias de un
espacio vectorial complejo n-dimensional con determinante uno. Las transformaciones unitarias
son las que UU =1 donde U" es el operador adjunto.

5. El grupo G, que consiste de todas las permutaciones uno a uno de n objetos.

6.Un ejemplo muy bonito es el grupo de los nimeros 1, i, -1 y —i, éstos forman un grupo
abeliano de orden 4 (por orden entiendo el nimero de elementos en el grupo G), respecto a la
multiplicacién ordinaria, donde i = (-1)"%.

El concepto de isomorfismo (que es una relacion uno a uno) es conveniente aclararla.

Normalmente se entiende por un isomorfismo entre dos espacios vectoriales si existe una
., . . , . . 1
transformacion lineal biunivoca entre los dos espacios vectoriales .

Definicion 2. Dos grupos G y H se llaman isomorfos si se puede establecer una correspondencia
biunivoca de sus elementos, de modo que:

AB = C implique A’B’= C’ y reciprocamente, ¢ también si (AB)’ = A’B’. Es decir la
multiplicacion de dos elementos en un grupo implica la multiplicacion de sus dos elementos
correspondientes en el otro.

El ejemplo 6 anteriormente mencionado forma un isomorfismo con las matrices:
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Si A es un elemento de un grupo G de orden g y consideramos la sucesion de potencias
de A, L A, Az, A3, ... todas las cuales son elementos de G si no éste ultimo no seria un grupo. Al
fijar el orden del grupo en g, hemos dicho que el grupo es de orden finito, y es por esto que estos
elementos no pueden ser todos distintos. Debe de existir la igualdad: A* = Al por lo que AR=L
De esta manera se demuestra que un grupo finito cada elemento tiene alguna potencia igual al
elemento unidad.

Definicion 3. El menor entero positivo h, para el que A" =1 se llama orden (o periodo de A).
Hay que tener cuidado en no confundir el orden de un elemento del grupo con el orden de un

1 s 7 . ’ <y . . . .
Una transformacion biunivoca es una transformacion que es inyectiva y sobreyectiva, es decir uno a uno.



grupo G que indica el nimero de elementos que éste tiene. Con relacion a esto existe un
teorema que nada mas mencionaré:

Teorema 1. Si C es de orden mn, siendo m y n primos entre si, puede expresarse univocamente
por el producto de dos elementos conmutativos M y N de 6rdenes m y n respectivamente.

Ahora existe un cierto tipo de grupos que estdn formados solo por las potencias de un
elemento A y en un momento dado una cierta potencia de A es de nuevo la unidad. Asi tenemos
la siguiente definicion:

Definicion 4. Un grupo es ciclico si sus elementos pueden expresarse por las potencias de uno
solo de ellos.

Se puede verificar que los gropos ciclicos del mismo orden son isomorfos entre si. Esto se
logra haciendo que correspondan sus elementos generadores. Y es logico ver que todos los
grupos ciclicos son abelianos, i.e., conmutan.

Un ejemplo claro de este tipo de grupos es el formado por g = ¢*™°. De esta manera se
puede ver que los elementos I, g, g°,g’,...,g"", forman un grupo ciclico de orden c. Aunque este
grupo parece bastante abstracto, no lo es, ya que g tiene un dngulo asociado y ese angulo puede
estar asociado con una rotacion. El elemento identidad es obviamente el que no rota al objeto,
vector o ente en cuestion. De manera que para este tipo de grupo después de una serie de
rotaciones el ente queda invariante. Este es un ejemplo que puede tener varias aplicaciones a la
Fisica.

Si un subconjunto no vacio H de G, es un grupo, a H se le llama subgrupo de G. Para
que H sea un subgrupo basta que satisfaga que si A y B estdn en H entonces también lo estd AB
y que si A estd en H entonces también esté el elemento inverso A™

El centro de un grupo es el subgrupo que consiste de todos los elementos Z que conmutan
con todos los elementos A del grupo:
ZA = AZ, para todos los A € G.

Ahora bien, la clase de residuos BH de un subgrupo H en G se obtienen multiplicando un
elemento B € G por todos los elementos de H. Dos elementos A y B pertenecen a la misma clase
si y solo si B'C € H. De manera que dos clases de residuo diferentes no pueden tener un
elemento en comun, y la union de todas las clases de residuos forman el grupo G. Este concepto
no es nada nuevo. El concepto generalizado de clase que se maneja en Matematicas siempre
genera una particion, es decir un conjunto de subconjuntos cuya interseccidon es cero y cuya
union forma al conjunto original. Si los elementos de una clase de residuo AH se multiplican por
los elementos de otra clase de residuo BH, el resultado puede o no ser una clase de residuo. La
Ginica manera de que sea una clase de residuo es que se suponga que AHA'=H. Tales subgrupos
reciben el nombre de divisores normales de G (“Normal divisors”). De esta manera si H es un
divisor normal de G, entonces el producto AHBH es una clase de residuo puesto que:

AHBH = A(HB)H = A(BH)H = ABH? = ABH.

Este ultimo paso se debe a que estamos hablando del mismo H, hay que tener cuidado
aqui, se habla del mismo H y no del producto cartesiano H x H. De esta forma las clases de
residuo forman un grupo, este grupo se le conoce como el grupo de clase residual y se denota por
G/H. En un grupo abeliano, por ejemplo en un espacio vectorial, cualquier subgrupo es un
divisor normal, de manera que el grupo de clase residual siempre se puede formar. Con relacion
a esto existe un teorema que vale la pena mencionar:



Teorema 2. Si F es un mapa homomorfo de G (donde G es un grupo) entonces ese mapa es
isomorfo al grupo de clase residual G/N donde N es el divisor normal que consiste de todos los
elementos de G cuyo mapa es 1.

Es importante resaltar que este teorema de homomorfismo resulta aplicable a los
homomorfismos operacionales. Un grupo importante de homomorfismos es el que estd formado
por las representaciones de los grupos. Debo aclarar lo que se entenderd de ahora en adelante por
una representacion, ya que éste es un concepto basico de la Teoria de Grupos. Si los elementos
de un grupo son mapeados a transformaciones lineales de un espacio vectorial, o bien matrices
(por el isomorfismo entre aquellas y éstas) tal que AB sean ahora A’B’ donde AyBe Gy A’y
B’ son las matrices o los operadores lineales, a estos isomorfismos se les llama representaciones
¢ de G por transformaciones lineales. La dimension del espacio vectorial sobre el que actan las
transformaciones lineales se le conoce como el grado de la representacion ¢. Y por una
representacion verdadera se entendera si la representacion ¢ es uno a uno, esto es decir si hay
una biyeccion. Esto es exactamente igual a lo que se menciond como definicion 2, con la
peculiaridad que se trata de un mapeo especial, no de cualquier mapeo. Las definiciones a veces
hacen dificil la comprension del concepto para el lector, de manera que volveré a mencionar la
definicion de otra manera. Una representacion ¢ es un homomorfismo (es decir un mapeo que
preserva los productos, i.e., como se menciona en la definicion 2, sin que sea un mapeo
biunivoco) que mapea de un grupo G a un conjunto de transformaciones lineales o matrices de
un espacio vectorial. Si la representacion ¢ es biunivoca, i.e., si existe un isomorfismo entre G y
el conjunto de transformaciones lineales, entonces a ¢ se le llama representacion verdadera.

A continuacidén se mencionara como se pueden aplicar las representaciones de un grupo a
Mecanica Cuantica. La ecuacion de Schrodinger Hy=Ey es invariante respecto a ciertas
transformaciones de la posicion, como por ejemplo:

a) Es invariante si se permutan las coordenadas de los electrones y de nucleos iguales.

b) Todas las translaciones, rotaciones y reflexiones que dejan el campo de fuerzas
invariantes y por lo tanto el Hamiltoniano H. Por ejemplo supongamos que tenemos un
atomo en un campo eléctrico homogéneo. Entonces todas las rotaciones alrededor de un
punto fijo se pueden reemplazar por todas las rotaciones alrededor del eje fijo, que es el
eje del campo eléctrico. Algunas reflexiones también dejan el campo invariante.

Estas transformaciones, como reflexiones, rotaciones, etc. que dejan el Hamiltoniano
invariante siempre forman un grupo G. ;jPor qué sucede esto? Es simple, si las transformaciones
Ay B dejan H invariante entonces también lo hace AB, es decir dos rotaciones sucesivas, o dos
traslaciones sucesivas. Y por supuesto A" también deja invariante el Hamiltoniano.

Supongamos que una transformacion T transforma de las coordenadas x, y, z , a las
coordenadas x’, y’, z’. De manera que y’ = Ty, de acuerdo con: y’(x’,y’,2’) =y (X, ¥, z). Si esta
transformacion es lineal, lo que se puede verificar trivialmente podemos aplicar las ideas que se
acaban de mencionar. Supongamos que dos transformaciones S y T dejan el Hamiltoniano H
invariante. Asi (ST)y = S(Ty) también deja el Hamiltoniano invariante, i.e., dejan la ecuacion de
Schrédinger invariante, eso significa que transforma las soluciones y a las y’ que pertenecen al
mismo eigenvalor de la energia. De esta forma las eigenfunciones de un nivel dado de energia
son transformadas linealmente por un grupo G, estas transformaciones forman una
representacion de este grupo G.



El concepto de un subespacio invariante de U es importante. Se trata de un subespacio lineal
V que se transforma en si mismo a través de un grupo G. Si ese subespacio invariante existe y
contiene no solo el vector cero y tampoco es igual al espacio vectorial original U, entonces la
representacion se llama reducible, y el espacio vectorial U también se llama reducible con
respecto al grupo G.

Para encontrar la forma de las matrices de una representacion reducible se procede como
sigue. Primero que nada escogemos vectores de una base uy, ... , u  en el subespacio V. Ahora
esos vectores los extendemos en una suma de vectores de la base de todo el espacio U (en la base
el indice de los vectores corre hasta n). Asi se tiene:

Aup=uipim (m=1,...,h)
Auc=uiqi¢ + uwsit (t=h+l,...,n)

De esta forma la matriz A tiene la siguiente forma:

P QO
(0 S Donde tanto P, Q como S son matrices a su vez, de manera que es una “megamatriz”

con muchos ceros en la parte inferior izquierda.

Es posible hacer los elementos de la matriz Q cero. Esto se logra mediante una eleccion
adecuada de los vectores. De manera que todos los vectores u con indice superior a h generan
otro subespacio invariante, llamémosle W. En este caso todo el espacio U es la suma directa de
V y de W. Asi se puede escribir:

U=Vow

P 0
De esta forma ahora la matriz A tiene la forma A = {0 Sj

Y la representacion es la suma de las representaciones ¢’ (A ->P) y ¢’ (A->S):o=¢" +¢”’.
Vale la pena mencionar un teorema en el que se involucra el concepto de isomorfismo.

Teorema 3. Para Cualquier divisor normal V y cualquier subgrupo W de un grupo G existe un
isomorfismo entre VW y W/D. Donde VW es un grupo formado por todos los productos vw,
dondeve Vyw e W, yD es lainterseccion de Vy W.

Lo que se hizo anteriormente también se puede hacer en el caso de que haya mas de dos
subespacios vectoriales, o lo que es su analogo en el caso en el que tenga varios subgrupos en un
mismo grupo. Si se cumplen las mismas condiciones que se dijeron para el caso de U, podriamos
establecer que L = B;®B,®...®By,. Es decir que L sea la suma directa de varios subespacios
vectoriales o en su caso de varios subgrupos. De hecho una condicion necesaria y suficiente para
que esto se de es que cada uno de los B’s tenga solo el cero como elemento comun con la suma
de los B’s de la izquierda. Un grupo aditivo (es decir un grupo en el que la operacion es la suma)
se le llama irreducible o minimo si no tiene ninguno subgrupo aceptable menos el mismo y el
subgrupo que consiste del cero unicamente. El grupo se llama completamente reducible si el
grupo es la suma directa de subgrupos irreducibles. Es légico que en este caso las
representaciones se puedan escribir como @ = @; + ... + Qp.



La forma que tomara ahora la matriz A sera la siguiente:
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Donde hay muchas matrices P’s en medio y los ceros también son matrices.

Este concepto de reducibilidad es importante en Mecanica Cuantica, sobre todo esto se
usa mucho en teoria de perturbaciones. Si los niveles de energia de un 4tomo o de cualquier
sistema cuantico se saben hasta un cierto grado y se toma una aproximacion del Hamiltoniano y
se afiaden los términos perturbativos como € W tenemos:

H:H0+ eW

Las eigenfunciones sin perturbacion y las funciones perturbadas en un cierto nivel de
energia se pueden transformar linealmente mediante transformaciones de G, donde este grupo es
el grupo de los invariantes del Hamiltoniano H. Las representaciones del grupo pueden ser
reducibles o irreducibles. Puede suceder que varios estados de energia sean iguales cuando €
tiende a cero. De esta manera se tiene una representacion reducible . Sin embargo una
representacion irreducible nunca, ni en el limite, se puede transformar en una representacion
reducible. Asi, si tenemos, en un espacio de eigenfunciones de un Hamiltoniano no perturbado
Hop, una representacion irreducible del grupo que deja invariante al Hamiltoniano total, la
perturbacion nunca da lugar a una separacion del eigenvalor de la energia. Es mas después de la
perturbacion todavia tenemos una representacion irreducible del mismo grado n.

Si para € = 0 tenemos una representacion completamente reducible de grado n, que es la
suma de r representaciones irreducibles, entonces el eigenvalor de la energia E se puede separar
en r términos a lo mucho.

A continuacion es indispensable hablar acerca de los grupos de Lie. Un grupo de Lie es
un grupo y al mismo tiempo una variedad® de n dimensiones, lo que significa que en cada
vecindad de Ty, los elementos T(s) del grupo se determinan por medio de n parametros. En
general si U es una vecindad del elemento unidad I de un grupo de Lie G y si T(s) es un
elemento en U que corresponde a n parametros entonces si T(s) y T(t) estan lo suficientemente
cerca de la unidad T(s)T(t) y T(s)" estaran de nuevo en U. De manera que podemos escribir:

T(s) T(t) = T(u)
T(s)' =T(v) .

De ahora en adelante se asumira que T(s)T(t) = T(s + t) y T(s)" = T(-s). Esto esta
demostrado por el teorema de Gleason, Montgomery y Zippin. He querido omitir los detalles

Una variedad no es mas que la generalizacion del concepto de superficie que se ve en Matematicas



porque el tratamiento es demasiado matematico y nos aleja de nuestro objetivo original. De todos
modos se puede dar una interpretacion a lo que se acaba de escribir. Por ejemplo si T es una
rotacion en 3 ¢ 2 dimensiones, entonces voy a definir la matriz de rotacion en 2 dimensiones por
comodidad de la siguiente manera:

Coso  Sino
T(e) = (

—Sinp  Coso

Si ahora aplico una rotacion y después otra tengo:

T(p)T(0) =
Cosp  Sing \ Cos®  Sin® | ( Cos@pCosO — SinpSin®  CospSin® + SinpCosd
—Sing Cosop )\ —Sin® Cos0 - SineCos® — Cos@Sin® CospCosd — SinpSin0

_ [ Cos(@ +6)  Sin(p +86)
—Sin(p +0) Cos(p +0)

] = T(p+0)

Por lo tanto lo que se habia propuesto no carece totalmente de sentido. Y la transformacion
inversa corresponderia a una transformacion en la que el dngulo es -o, lo cual es bastante l6gico,
esto también se puede demostrar para las transformaciones en dos dimensiones.

De manera natural surge ahora un problema esencial, que es el de encontrar una
transformacion lineal de T(s) de V a ¢l mismo, que sea continua en s y que satisfaga las
condiciones:

T(s)T(t) = T(s+t)
T(0) =1

Si ahora derivamos la primera ecuacion con respecto a s y luego evaluamos s en cero y
llamamos a esta derivada A, tenemos:

AT(t)=T’(t) y aplicando la condicidn inicial tenemos:
T(t) = Exp[tA] = 1 + tA + (tA)* /2! + ...

La transformacién lineal A si llama la transformacion infinitesimal de un grupo de Lie de una
dimension. Asi se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4. Cualquier representacion continua de un grupo traslacional de una dimension
mediante transformaciones lineales de un espacio vectorial finito es generado por una
transformacion lineal infinitesimal A y estd dada por:

T(t) = Exp[tA] = 1 + tA + (tA)* /2! + ...
El teorema fue generalizado a espacios vectoriales mas generales, e.g., infinitos por E.

Hille y K. Yosida. Sin embargo no mencionaré¢ directamente el teorema sino que lo haré aparecer
explicitamente mediante una aplicacion interesante a la Mecéanica Cuantica.



Supongamos un sistema mecanico cuantico que se aisla del resto del universo por un tiempo
T. Podemos decir que el estado del sistema durante un periodo de 0 -€ a 0 + € esta dado por .
Por logica el estado siguiente del sistema va a depender de , de manera que podemos escribir
que: y(t) = U(t)yo y si asumimos que U(t) es unitaria, lo cual es un postulado bastante razonable,
podemos llegar a la conclusion de que: U(s+t) = U(s)U(t) y U(0) = I. Ahora a través de lo que
demostraron Stone, Hille y Yosida, existe un operador auto adjunto que llamaremos H tal que:

U(t) = Exp[ -1 H t] y haciendo una analogia con lo que se hizo con A tenemos que si
diferenciamos:

V(1) = -1 Hy(b).

Esto tiene, salvo constantes, la misma forma de la ecuacion de Schrodinger dependiente del
tiempo. De manera que, salvo constantes, H es el Hamiltoniano. Ahora a través de la
transformada de Laplace se puede obtener que :

R(uy =Te‘“’w (t)dt

R(u)y = (ul +iH) "y,

Y mediante la formula de inversion uno tiene que:

lim |
1) = e R(uw .du
v M—)oo27ci8_'[M Vo

De esta forma hemos resuelto la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, de
manera que no todo se ha quedado en el discurso teorico sino que hemos encontrado una forma
muy adecuada de resolver la ecuacion de Schrodinger. No he querido ahondar demasiado en los
detalles, pues son demasiado teoricos y dificiles de comprender. He querido dar este ejemplo
como una muestra de lo poderosa que puede llegar a ser la teoria que aqui se expone.

Si generalizamos estos conceptos a un grupo de Lie de n dimensiones, éste consiste de las
transformaciones lineales T con n parametros en la vecindad de I , que pueden ser escogidos de
tal manera que:

T(S)=I+S111 + s+ ...

A esto se le puede asignar la representacion siguiente haciendo los mismos pasos que en el
caso unidimensional:

T=Exp[si]; +s2lh +...]

Y se puede definir J = s;I; + s,Ir + ...



Donde esta J es una transformacion lineal y forma un Algebra, de hecho esta es el Algebra
de Lie donde se definen tres operaciones:
1. Suma
2. Multiplicacion por reales
3. Y el conmutador [A,B] que es el conmutador clasico de Mecanica Cuantica.

Resulta ser que la operacion [A,B] es cerrada, i.e., el resultado vuelve a pertenecer al
Algebra de Lie. De manera que en general uno puede escribir:

[Ii, I; ] = C Ix Donde esta C puede ser una suma de constantes sobre los indices 1y j.

Esta ultima relacion es de suma importancia en el momento angular orbital. Como bien se
sabe el concepto clasico de momento angular es L = r x p. Sin embargo en Mecanica Cuantica el
momento p es ahora un operador que tiene la forma -1V, donde este ultimo simbolo V es el
operador nabla. De esta manera el momento angular orbital en Mecéanica Cuantica toma la
forma:

L=-irxV.

Claramente se ve que el momento angular orbital es un operador, solo carece de sentido
tiene que aplicarse a la funcidon de onda y para que obtenga un sentido fisico. Resulta que las
componentes del momento angular L. obedecen las siguientes operaciones con el conmutador:

[Li, L] = igjli

Donde gk es el simbolo de Levi-Civita. Se sobreentiende que cuando observamos una
expresion multiplicada en la que aparece el indice repetido utilizamos la convencion de
sumatoria de Einstein. También se puede demostrar que [L* , L;] = 0. De esta manera podemos
ver que el operador L forma un Algebra de Lie, y todas las propiedades de esta Algebra pueden
ser utilizadas en el concepto de momento angular orbital.

Muchos de los conceptos de Teoria de Grupos pueden ser aplicados no solo al momento
angular orbital, sino también al espin. En 1896, Zeeman observo que cuando un 4tomo se coloca
en la presencia de un campo magnético externo y se excita, las lineas espectrales que resultan del
proceso de desexcitacion, i.e., cuando el electron baja de nivel se desdoblan en wvarias
componentes. El efecto Zeeman indica que los niveles de energia del atomo, se desdoblan en
varias componentes bajo la presencia de un campo magnético externo. En ciertos caso
especiales, que se les llamo normales, estos desdoblamientos de los niveles de energia podian
entenderse en términos de una teoria clasica que fue desarrollada por Lorentz. Pero en casos
generales, que se les llam6 anomalos no era posible una explicacion de los desdoblamientos
hasta que se desarrollé la Mecanica Cuantica y se introdujo el concepto de espin.

El experimento conocido de Stern-Gerlach, que no describiré aqui, demuestra que el
momento angular de un electrén que gira estd cuantizado , i.e., la componente en una direccion
arbitraria pude tener valores discretos, tal y como sucede en el caso del momento angular orbital.
De hecho la componente del momento en cualquier direccion es siempre +1/2h/2nt 6 —1/2h/2n.
Es precisamente esta cuantizacion del espin la que explica el desdoblamiento multiple en las



lineas espectrales. De todas formas el efecto de la energia en el espin es pequefio comparado con
el de la carga y la masa, siempre y cuando no haya un campo magnético externo.

Para ver como se aplica la Teoria de Grupos al espin desarrollaré un poco mas las
matematicas involucradas con el espin.

Como existe un espin, i.e., un giro en el electron, ya no podemos considerar a éste como una
masa puntual en las coordenadas X, y, z. Se tiene que anadir por fuerza un grado de libertad
adicional. Asumamos ahora que este grado de libertad adicional es designado por s, donde s solo
puede tomar los valores +1 6 —1. De manera que ahora vamos a tener un par de funciones:

01 = 0(x,y,2,1) y ®2 = Q(x,y,z,-1)
Es obvio que la integral de ¢;*¢; sobre todo el espacio es proporcional a la probabilidad de

que el electréon con el espin indicado, paralelo al eje z por ejemplo sea encontrado en el volumen
V. De esta forma la siguiente integral:

j(@:(Pl ‘HP;(Pz)dV

Da la probabilidad de que el electrén se encuentre en un volumen V.

De inmediato surge la inquietud de qué sucede con el espin de un electron cuando se
somete a una rotacion arbitraria R, es aqui donde empieza a jugar papel la Teoria de Grupos.

Pauli fue el primero en sugerir una transformacion unitaria:

v =ty tiys
Yo = 1y 1ty

Las t’s que son los elementos de una matriz se les conoce como los parametros Cayley-
Klein de una rotacién especial, en este caso de una rotacion inversa R™'. Consideremos ahora el
estado del electron definido por un par de funciones (Wi, y2) que son funciones de las
coordenadas espaciales. Cuando la rotacion R se aplica el nuevo estado esta representado por las
funciones (y;’, y2’). Si el punto P se transforma a P’ por la rotacion entonces las probabilidades
de encontrar al electron en un volumen dado dV deben de ser iguales, i.e.,

V1Y (P7) + w2 *ya(P?) = wi g (P) + ya*ya(P)

De manera que si y es ahora una matriz que contiene al par de funciones (Wi, y»),
podemos escribir lo siguiente:

v’ (P)=T y(P), donde T = T(R), i.e., una funcion de la rotacion.

Si b = Exp[ia] es un namero complejo, su valor absoluto es uno, entonces las funciones by
determinan el mismo estado. El conjunto de todas las matrices bT, donde b varia en el circulo
unitario se llaman transformaciones proyectivas unitarias Tp. Estas transformaciones forman un
grupo proyectivo unitario.



Ahora consideremos la ecuacion:

T(RS) = +/-T(R)T(S)

Si se escoge que T(R) =1, la continuidad de Tp implica que si R varia en una vecindad U
de el grupo de rotacion, las matrices T(R) pueden ser multiplicadas por los factores b de tal
manera que las matrices resultantes difieran de la matriz unidad por menos de una €. De esta
manera bT, estd unicamente determinada en la vecindad U de I. Von Neumann demostrd que
esas representaciones continuas de una vecindad de I en un grupo de Lie son siempre analiticas y
se determinan por las matrices que dan las transformaciones infinitesimales del grupo. En este
caso esas matrices infinitesimales, (en este caso la representacion debe ser de orden 2) son:

1 1(0 1
Ix:fslzf

2i 0 2i(1 0

1 1(0 —i
I =—s,=—
Y20t 21'(1‘ 0]

1 1(1 O
Iz :7.‘93 =4,
2i 2110 -1

Las matrices s son las matrices de Pauli.

Supongamos ahora que primero aplicamos una rotacion al punto P y transformamos la
funcién y en la funcidon ¢ y después aplicamos una transformacion lineal mediante la matriz
T(R), teniendo asi: y’(P’) = T(R)p(P’). De la teoria se sabe que la rotacion infinitesimal del
punto P da como resultado:

(aw] o 0
vy _f,9_ .9
oo ), 6z oy

Donde a es el angulo de rotacion.

Si ahora hacemos lo segundo que se indicd, i.e., aplicar una transformacion lineal da el
resultado Iy, donde I son las matrices que se definieron anteriormente. Asi el resultado total de
una rotacion infinitesimal aplicada a y es para cada uno de los ejes de rotacion:

Ky =- 2—Zi +ls
x\lj yaZ ay 2l 1\|'I
o 0 1
Ky=—z—x—W+—s
A s TRk
KN=—XQ—%Q +iwv
l



El momento angular sin tener en consideracion el espin respecto al eje x es:

h —ih( © 0
L, = Yoo —Z
21 21 oz 0Oy

Si multiplicamos ahora por el operador de la transformacion infinitesimal total

por ih/2x, el primer término es el operador momento angular, de manera que es razonable
suponer que el segundo término sea el momento del espin. De hecho lo es, esta prueba fue dada
por Dirac en su famoso articulo de 1928: “The Quantum Theory of the electron”.

A continuacion centraré mi atencion en dos grupos que son de suma importancia para
Mecénica Cuantica. El grupo SO(3) y el grupo SU(n) (“Special Unitary). Este Gltimo esta
formado por todas las transformaciones unitarias de n variables complejas que tienen
determinante 1. Mientras que el anterior, como ya se mencion6 son todas las rotaciones del
espacio vectorial real en tres dimensiones. Como se vera a continuacion estos dos grupos estan
cobrando mucha importancia en la teoria de particulas elementales.

Supongamos que tenemos un electron en un potencial simétrico atractivo. La solucion para
la ecuacion de Schrodinger, i.e., la funcion de onda y para el electron puede ser caracterizada
con los nimeros cuanticos n, | y m, que estan relacionados con los eigenvalores de los
operadores H, L? y L,. Sin embargo la energia es degenerada en 21 + 1 y esto se ve del hecho de
que el Hamiltoniano es invariante bajo rotaciones espaciales ordinarias. Debido a la simetria del
potencial, L es constante, y se puede, en principio asociar a las componentes de L como los
generadores del grupo SO(3) es decir del grupo de rotacion. Estos generadores se pueden
representar como matrices porque al fin y al cabo son operadores, y la dimension de estas
matrices es igual al nimero de estados degenerados. Sin embargo esta degeneracion se quita si se
introduce un campo magnético constante B. Cuando esto sucede se tiene que afiadir un término a
la ecuacion de Schrodinger que no es invariante bajo SO(3).

Si la masa del proton y del neutrén, por ejemplo se consideran practicamente iguales, se
les puede asociar un isoespin, que es un estado que no tiene nada que ver con el espin. La
proyeccion en el eje z del isoespin es 2 para el proton y —1/2 para el neutréon. Aunque
fisicamente no tenga nada que ver con el espin, es importante decir que el isoespin obedece las
mismas reglas matematicas. Para el nucledn por ejemplo se puede escribir que I = s/2 donde s
son las matrices de Pauli. Los piones que son tres, son los portadores de la fuerza fuerte, y la
interaccion fuerte trata de manera similar a este grupo de particulas y se conserva el isoespin. Es
importante decir que el isoespin esta caracterizado por el grupo SU(2), i.e., es invariante respecto
a este grupo.

Si el protén y el neutrén se ven como dos estados independientes de la misma particula, lo
mas natural es representarlos mediante los términos de un vector bidimensional:



Para 1960 se habian descubierto muchas particulas mas y los niumeros cudnticos que se
conservaban eran la tercera componente del isoespin, I y Y que es la hipercarga que es
simplemente dos veces la carga promedio del multipleto.

Asi como los piones forman un grupo de tres los bariones como el nucleén forman un
octeto y la simetria correspondiente se le conoce como “eightfold way”, (no he encontrado
traduccion al espaiiol). Fue en 1961 que Gell-Mann y Ne’eman, de manera independiente
sugirieron que la interaccion fuerte es aproximadamente invariante bajo un grupo tridimensional
SU(3) y este grupo SU(3) (“flavor symetry”). Este grupo tenia que tener una representacion de
ocho dimensiones por los bariones degenerados y cuatro octetos similares para los mesones. En
cierto sentido SU(3) no es mas que una generalizacion de SU(2) isoespin. . Sus generadores son:

0 0 0 —i 0 1 0 O
Al={1 0 0|, =i 0 0|, A=|0 -1 0],
0 0 0 0 0 0
D 0 1 0 0 —i D 0 0O
A=0 0 0|, =00 0, A°=(0 0 1|
0 i 01 0

0 0 0 1100

A=0 0 —i|, =—(0 1 0

. V3
0 i 0 0 0 -2

Asi podemos ahora ver como el Hamiltoniano para los ocho bariones tiene tres partes: una
parte que representa la fuerza fuerte, otra el potencial del medio y otra el potencial
electromagnético. Con teoria de perturbaciones de Mecanica Cudntica se pueden encontrar
relaciones simples para las masas de los bariones. El modelo SU(3) ha sido muy exitoso porque
ha predicho la existencia de nuevas particulas. Sin embargo cabe mencionar que la
representacion de ocho dimensiones no es la representacion mas simple de SU(3). En la Figura 2
se muestra la representacion mds simple, que es un forma de tridngulo. Esta representacion
fundamental contiene el los quarks u (up), down (d), y s (strange), y en una figura igual pero
invertida se tendrian los correspondientes antiquarks. Cuando estos conceptos se juntan con el
principio de exclusion de Pauli da lugar a la teoria SU(3) de norma de la interaccion fuerte que se
llama Cromodinamica Cudntica.

Es importante resaltar que la Teoria de Grupos identifica y formaliza las simetrias.
Ademas clasifica y en algunas ocasiones predice las particulas. Nos dice que una parte del



Hamiltoniano tiene simetria SU(2) y otra SU(3), pero no nos dice nada acerca de la interaccion
entre las particulas.

Figura 1
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Nota t3=I3, la tercera componente del isoespin

Figura 2
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Cuaterniones

Los cuaterniones son otro tipo de numeros que tienen la propiedad de manejar las
rotaciones de una forma muy adecuada y elegante. Cuando encontramos la ecuacion:

inmediatamente sabemos de que se trata, del nimero imaginario. Este nimero dio origen a un
nuevo tipo de numeros que son los nimeros complejos. Sin embargo para una persona que nunca
ha visto estd ecuacion esto puede resultar algo inquietante. ;Qué es un nimero complejo?

De hecho, en la edad media hubo un sacerdote espanol que llevo este asunto frente a la
inquisicion, pues se pensaba que tales objetos que dan lugar a la ecuacion anterior no eran obra
de Dios. De igual manera nos resulta algo sorprendente hablar de una nueva clase de nimeros:
los cuaterniones. El inventor de los cuaterniones fue Sir William Rowan Hamilton, que fue
astronomo de la Real Academia Irlandesa. Otra persona que también, quizd como ningun otro
durante la época de Hamilton aporté mucho al estudio de los cuaterniones fue Olinde Rodrigues,
el mismo Rodrigues que es conocido por haber desarrollado la formula de Rodrigues para los
polinomios de Legendre. Rodrigues fue el hijo de un banquero judio y en general tenia una
situacion economica bastante aceptable, sin embargo no fue tan reconocido como Hamilton. Es
impresionante como estd documentada la vida de Hamilton, se sabe hasta el momento mismo de
su nacimiento. (media noche entre el 3 y 4 de agosto de 1805 en Dublin). A los siete afios de
edad Hamilton tenia un dominio del lenguaje hebreo mucho mayor que muchos en Trinity
College en Dublin, donde estudi6 algun tiempo. A los diez afnos de edad se dice que Hamilton
dominaba diez lenguajes orientales, ademas de Latin, Griego y varios otros lenguajes europeos.
A la edad de 22 afos fue astronomo de la Real Academia Irlandesa, verdaderamente se trataba de
una persona muy dotada.

Hamilton se interes6 por los nimeros complejos desde principios de 1830. Por mas de
diez afios Hamilton trat6 de extender el concepto de nimero complejo a + ib de manera que
pudiera definir un triplete, con una unidad real y dos unidades imaginarias i1 y j, fueran éstas
ultimas lo que fueran. Sin embargo eso no fue posible. Fue entonces un lunes, el 16 de octubre
de 1843, uno de los dias mas documentados en la historia de las Matemadticas. Este dia por la
mafiana Hamilton acompafiado por Lady Hamilton, caminaban por el Royal Canal en Dublin
hacia la Real Academia Irlandesa. Una vez que pasé el puente Broome (que erroneamente
Hamilton llamaba puente Brougham y desde entonces se sigui¢ llamando asi), Hamilton se dio
cuenta de que eran tres y no dos unidades imaginarias las que se necesitaban con las propiedades
siguientes:

i2=j2=k2=-1
ij=k jii=-k

con una permutacion ciclica de 1, j y k de 2. Hamilton escribi6 estas formulas en una piedra del
puente. De esta manera llamo6 al nimero:

g=a+bi+cj+dk
cuaternion. Fue asi como los cuaterniones nacieron. Este es uno de los momentos en la historia

que producen una sensacion especial. jUn nuevo ente matemadtico nacié! jNacidé un nuevo
mundo!, en lo personal me causa una sensacion como la que experimenta uno al oir la obra de la



Creacion de Haydn, en la parte en la que el coro dice: “Und eine neue Welt entspringt auf Gottes
Wort”, (un nuevo mundo nace por la palabra de Dios).

Resulta que asi como el numero i puede representar una rotaciéon de 90° en el plano de
Argand, de una manera similar los cuaterniones también representan rotaciones. De hecho es el
algebra de las rotaciones. Si a en la definicion de q se hace cero tenemos lo que Hamilton llamé
un cuaternion puro: ai + bj +ck , y Hamilton le dio el nombre de vector. De hecho esta es la
razén por la que hasta hoy en dia i, j y k son usados como los vectores unitarios. Surgié un
problema sin embargo, ya que por 1846 la gente ya estaba pensando en ciertos objetos fisicos
muy parecidos a lo que hoy conocemos como vectores y la identificacion de Hamilton con lo que
tenian en mente causé mucha confusion.

Como ya mencioné al principio los cuaterniones quedaron en desuso. Sin embargo en
1912, se publicaron dos trabajos que por desgracia Hamilton no alcanzo a ver. Estos tenian que
ver con el tiempo que se manejaba en una presentacion de la teoria de la relatividad (Silberstein
1912, Conway 1912). En 1940 Whittaker expres6 una esperanza de que los cuaterniones podrian
convertirse en la expresion mas natural de la nueva Fisica.

A pesar de todo esto los cuaterniones hoy en dia no se usan tanto. Esto es una lastima.
Pero de nuevo regreso a lo que dije en la introduccion. El estudio de las Matematicas es bello en
si mismo. Los cuaterniones son unos entes matematicos que podrian ser utilizados muy
elegantemente en Fisica, pero si no es asi, su belleza intrinseca justifica su existencia y estudio.

Como se vio la Teoria de Grupos abarca mucho. Es imposible reducirla en un trabajo,
pues se trata del esfuerzo y creatividad de varios matemadticos y fisicos durante varios afos. Sin
embargo en este trabajo he querido dar los lineamientos generales, esperando convencer al lector
de dos cosas. La primera de su importancia en Mecéanica Quantica y la segunda y quiza mas
importante, su belleza.
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